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Re´sume´ :
Par simulation nume´rique discre`tes 3D en Dynamique des Contacts (CD), nous analysons les proprie´te´s
microstructurales de syste`mes granulaires cisaille´s en variant syste´matiquement le nombre inertiel
I de l’e´tat quasi-statique vers celui d’e´coulement dense puis collisionnel (ou gazeux). Une analyse
de´taille´e de la connectivite´ des particules re´ve`le que la transition entre chaque re´gime est corre´le´e a` de
profond changement sur la topologie et la nature du re´seau de contact. En particulier, nous montrons
que l’augmentation de l’angle de frottement interne avec le nombre inertiel est l’unique conse´quence
de l’anisotropie ge´ome´trique. Avec l’augmentation du nombre inertiel le roˆle des chaines de forces
diminue alors que celui de la mobilisation du frottement augmente tant que les chaines de forces sont
percolantes, i.e jusqu’a` un nombre inertiel critique I0 ∼ 0.25. Au dela` de I0 l’anisotropie des forces reste
inchange´e. Enfin, une analyse de´taille´e des corre´lations spatiales entre particules flottantes (particules
ne portant pas de contacts) montre que des zones “fluidise´es” se cre´ent dans le re´gime d’e´coulement
dense. La taille de ces zones augmente avec I et diverge a` l’approche de la transition vers le re´gime
collisionnel.
Abstract :
By means of three-dimensional Contact Dynamics (CD) simulations, we investigate the microstructural
properties of sheared granular packings by varying systematically the inertial number I from the
quasi-static regime, to the intermediate dense flow and collisional regime. A detailed analysis of the
connectivity of the particles reveals that the transition between the regimes is correlated to profound
changes of the nature of the contact network. In particular, we show that the increase of friction angle
with inertial number is only a consequence of contact anisotropy. As the inertial number increases,
the role of force chains decrease and that of friction mobilization increases as long as percolating force
chains are present in the system. Beyond this point, which corresponds to an inertial number I0 ∼ 0.25,
the force anisotropies do not evolve with the inertial number. Finally, a detailed analysis of the spatial
correlations of floating particles, i.e., particles without bearing contacts, reveals the occurrence of
“fluidized” volumes in the dense flow regime which increase in size and percolate precisely at I0.
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1 Introduction
Depuis maintenant plus d’une vingtaine d’anne´e les recherches mene´es, aussi bien expe´rimentales que
nume´riques, ont conduits a` une meilleure compre´hension des phe´nome`nes physiques en jeux lors d’un
e´coulement granulaire que se soit a` l’e´chelle macroscopique que microscopique [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7].
En particulier, il est maintenant bien accepte´ que les lois rhe´ologiques, c’est-a`-dire les relations entre
la contrainte normale σn, de cisaillement σt, le taux de cisaillement γ˙ et la compacite´ peuvent eˆtre
formule´es de manie`re simple avec le nombre inertiel sans dimension I = γ˙d
√
ρ/σn, lequel compare
le temps de cisaillement au temps de relaxation d’une particule de diame`tre d [8]. En fonction de
ce nombre sans dimension, les re´gimes d’e´coulement peuvent eˆtre classe´s en diffe´rentes cate´gories : 1)
l’e´coulement quasi-statique qui correspond aux faibles valeurs de I avec aucune variation du frottement
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effectif (au sens de Mohr-Coulomb), 2) l’e´coulement dense qui semble correspondre a` la transition entre
un e´coulement intermittent et continue induisant une forte augmentation du frottement effectif, puis
3) le re´gime collisionnel aux plus grandes valeurs de I et semble correspondre a` une saturation du
frottement effective [3, 8, 9].
Au dela` de ces de´finitions “larges” du comportement macroscopique, les me´canismes en jeux a` l’e´chelle
des grains conduisant a` de telles variations du frottement effectif restent encore mal compris et, en
outre, difficilement accessibles expe´rimentalement. Afin de proposer des mode`les pre´dictifs de plus en
plus pre´cis et applicables a` des e´ve`nements particulie`rement destructifs tels que les avalanches ou les
e´coulements a` l’e´chelle ge´ologique, il est maintenant ne´cessaire de conside´rer les me´canismes primaires
a` l’e´chelle des grains.
Dans la suite nous pre´sentons la me´thode nume´rique adopte´e dans ce travail ainsi que les e´chantillons
simule´s. Le comportement macroscopique est pre´sente´ dans la section 3. Dans la section 4 une analyse
de´taille´e de la microstructure conduit a` identifier clairement les me´canismes conduisant a` la variation
du frottement effectif. Nous concluons par un re´sume´ des principaux re´sultats et des perspectives.
2 Proce´dure nume´rique
Les simulations nume´riques ont e´te´ mene´es par la me´thode de Dynamique des Contacts (CD). Cette
me´thode utilise un sche´ma d’inte´gration implicite et une re´solution des lois de contact sans re´gularisation
ce qui en fait une me´thode particulie`rement bien adapte´e a` la mode´lisation des syste`mes granulaires
pre´sentant un tre`s grand nombre de particules. De plus amples de´tails peuvent eˆtre trouve´s dans la
re´fe´rence suivante [10].
Nous de´posons ge´ome´triquement Np = 24000 sphe`res dans une boite paralle´le´pipe´dique. Une faible
polydispersite´ de ±10% est conside´re´e pour e´viter toute cristallisation. Pour e´viter toute localisation
et s’assurer que la pression est uniforme´ment distribue´e dans le volume, la gravite´ est fixe´e a` ze´ro. Le
syste`me est soumis a` un cisaillement plan entre deux murs rigides compose´s de sphe`res “colle´es”. Une
pression P le long de l’axe z et une vitesse Vy le long de l’axe y sont applique´es comme illustre´ sur la
figure 1. Des conditions pe´riodiques sont applique´es le long de la direction d’e´coulement y et suivant
la direction transverse x. Le frottement entre les grains est fixe´ a` 0.4.
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Fig. 1 – Image du syste`me simule´. Les murs rugeux sont en oranges, les particules en gris.
Durant le cisaillement le syste`me dilate et tend vers un e´tat stationnaire caracte´rise´ par des valeurs
moyennes constantes comme l’e´nergie cine´tique, la compacite´ ou encore un profil de vitesse line´aire dans
toute la couche. Toutes les simulations pre´sente´es dans ce papier, pour lesquelles nous avons varie´ la
pression, convergent vers un e´tat stationnaire bien de´fini. La pression est donc varie´e syste´matiquement
de sorte que le nombre I, caracte´risant l’e´tat du syste`me, varie de ∼ 4.10−4 a` ∼ 0.71.
3 Comportement macroscopique
Dans un mate´riau granulaire, le tenseur de contrainte est de´fini par σ = nc〈ℓ
cf c〉 avec nc la densite´
de contacts et ou` la moyenne est prise sur tout les contacts c ayant un vecteur force f c et un vecteur
branche (vecteur joignant le centre des deux particules en contacts au point c) ℓc. Nous de´finissons la
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pression moyenne par p = (σ1+σ3)/2 et le de´viateur de contrainte par q = (σ1−σ3)/2, ou` σ1 > σ2 > σ3
sont les valeurs principales. Puisque l’essai de cisaillement plan implique des de´formations planes, nous
pouvons exclure la contribution de σ2 dans la de´finition de q et p.
Suivant le mode`le de Mohr-Coulomb, l’angle de frottement interne dans l’e´tat stationnaire est de´fini
par µ∗ = arcsin q/p. La figure 2(a) montre la variation de µ∗ (triangle bleu) en fonction de I. Nous
voyons que µ∗ est constant et environ e´gal a` 0.35 a` faibles valeurs de I. Puis il augmente vers I ∼ 0.09
de manie`re presque linaire [9] jusqu’a` I ∼ 0.25. Au dela`, bien que µ∗ augmente encore, nous observons
un changement de pente. Une valeur de µ∗ ∼ 0.63 est atteinte pour I ∼ 0.7. De plus nos donne´es
nume´riques sont tre`s bien appuye´es par d’autres donne´es nume´riques et expe´rimentales extraites de
la litte´rature [1, 3, 4, 5, 6, 7].
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Fig. 2 – Variation de l’angle de frottement interne (a) et de la compacite´ (b) en fonction de I pre´sente´
avec d’autres donne´es extraites de la litte´rature.
La figure 2(b) montre la variation de la compacite´ ν (i.e ratio entre volume des particules et volume
total) en fonction de I. Nous voyons que ν de´croit line´airement avec I de 0.59 dans l’e´tat quasi-statique
jusqu’a` une valeur de 0.5 pour la plus grande valeur de I teste´e. Une fois de plus nous voyons que nos
donne´es sont comparables a` d’autres donne´es nume´riques extraites de la litte´rature. Il est toute fois
surprenant de voir un comportement oppose´ a` celui du frottement interne, a` savoir qu’une chute de
compacite´ est accompagne´e par une augmentation de la re´sistance macroscopique.
Dans la section suivante nous nous concentrons plus particulie`rement sur la topologie du re´seau de
contacts et de forces avec pour objectif d’identifier les origines de la variation du frottement interne
et de clarifier, a` cette e´chelle, les transitions de re´gimes.
4 Microstructure
4.1 Anisotropies
A l’ordre le plus bas, la connectivite´ du re´seau de contact peut eˆtre quantifie´e a` l’aide de la probabilite´
Pc pour une particule d’avoir c contacts. Par construction P0, repre´sentant la proportion des particules
ayant ze´ros contacts ou` particules flottantes, est normalise´e par le nombre total de particules alors que
Pc>0 est normalise´e par le nombre de particules participant au re´seau, i.e ayant au moins un contact.
L’e´volution de Pc en fonction de I, trace´e sur la figure 3, met en e´vidence que la topologie du re´seau
de contact varie de manie`re subtile entre chaque re´gimes. Nous voyons que Pc=4 domine et reste
constante (∼ 0.37) dans le re´gime quasi-statique et tant que I < 0.02. Nous voyons aussi que Pc=3
augmente, Pc>3 diminue et Pc=0,1,2 restent globalement constantes et faibles (< 0.1). Puis, de manie`re
inte´ressante, Pc=4 diminue et bien que Pc=0,1,2,3 augmentent ensembles, Pc=3 domine dans l’intervalle
I ∈ [0.02, 0.25]. Au dela de I = 0.25, Pc>3 = 0, Pc=3 diminue et Pc=1,2 dominent et sont de l’ordre de
0.4 chacune pour la plus grande valeur de I simule´e. L’autre fait remarquable est que la proportion
de particules flottantes, P0, augmente drastiquement jusqu’a` atteindre presque 0.95 aux plus grandes
valeur de I. Nous reviendrons sur cette observation dans la section suivante. Ce qui est remarquable et
surtout paradoxal ici est qu’un tre`s faible nombre de particules qui de plus sont faiblement connecte´es,
contribuent a` l’augmentation de la re´sistance macroscopique observe´e dans la section 3.
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Fig. 3 – Probabilite´ Pc pour une particule d’avoir c contacts en fonction de I (a). Image du re´seau de
force a` I = 10−2(b) et I ∼ 0.4 (c), les particules flottantes sont en gris
Pour essayer de mieux comprendre ce paradoxe il est ne´cessaire d’analyser la texture du re´seau de
contact et de force. Une image du re´seau de force est montre´e sur la figure 3, pour I = 10−2(b) et
I ∼ 0.4 (c). Aux faibles valeurs de I le re´seau de force est dense et percolant dans tout le syste`me.
Au contraire, aux valeurs de I plus e´leve´es on observe des chaines de forces isole´es baignant dans une
“soupe” de particules flottantes.
Une approche commune utilise´es par de nombreux auteurs est de conside´rer les distributions angulaires
des orientations des contacts n ainsi que la moyenne angulaire des forces normales et tangentielles le
long de la direction n. Bien que nous soyons en 3D, la condition de cisaillement plan implique que
le vecteur n peut eˆtre repre´sente´ simplement par un angle θ. De plus, dans l’e´tat stationnaire, les
syste`mes s’auto-organisent de sorte que les distributions angulaires puissent eˆtre approche´es par une
distribution de Fourrier [11, 12] :
Pn(θ) ≃ 1/π{1 + ac cos 2(θ − θc)},
〈fn〉(θ) ≃ 〈fn〉{1 + an cos 2(θ − θn)},
〈ft〉(θ) ≃ −〈fn〉at sin 2(θ − θt), (1)
avec ac, an, et at les parame`tres d’anisotropies, relie´s respectivement a` la connectivite´ des particules,
a` la transmission des forces normales et a` la mobilisation du frottement [12]. 〈fn〉 est la force normale
moyenne et θc = θn = θt sont les directions principales dans le plan yz lesquelles co¨ıncident avec la
direction principale de contrainte dans l’e´tat stationnaire ; voire Figure 4(a).
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Fig. 4 – Variation des anisotropies de forces et contacts (a) et de l’angle de frottement interne calcule´
directement et pre´dit par l’e´quation 2 en fonction du nombre inertiel I. Les distributions angulaires
Pn(θ), 〈fn〉(θ) et 〈ft〉(θ) sont montre´es ici pour I = 0.1
Les anisotropies ac, an, et at sont de tre`s bon descripteurs de la microstructure car elles mettent en
e´vidence les diffe´rentes origines possible de la re´sistance au cisaillement. En effet, la relation suivante
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peut eˆtre e´tablie de manie`re rigoureuse [11, 12] :
µ∗ ≃
1
2
(ac + an + at). (2)
Comme nous le voyons sur la figure 4(b), la pre´diction donne´e par l’e´quation 2 est en parfait accord
avec les donne´es mesure´es pour toutes les valeurs de I. L’e´volution des trois anisotropies avec I
est repre´sente´e sur la figure 4(a). Nous voyons que ac augmente rapidement avec I passant de 0.38 a`
presque 1. Cette forte augmentation re´sulte, par construction, de la perte de connectivite´ des particules
et est le re´sultat des transformations topologiques du re´seau de contact. En revanche, il est remarquable
que l’anisotropie des forces, donne´es par an + at, reste constante avec I. Plus particulie`rement nous
observons que la de´croissance de an de 0.3 a` 0.2 est compense´e par une augmentation de at de 0.1
jusqu’a` 0.2 jusqu’a` I ∼ 0.25. Au dela` de cette valeur de I les deux anisotropies restent constantes.
En d’autre termes, les forces de frottements prennent une part grandissante dans la transmission des
forces au de´triment des forces normales.
Dans cette section nous avons montre´ que la variation a` l’e´chelle macroscopique du frottement interne
trouve son origine a` l’e´chelle microscopique via diffe´rents descripteur de la microstructure. Une valeur
critique I0 ∼ 0.25 semble se de´gager de cette analyse. Valeur pour laquelle P0(I0) repre´sente 50%
et ou les anisotropies de forces ne varient plus. Dans la section suivante nous nous inte´ressons plus
particulie`rement aux corre´lations spatiales de ces particules flottantes.
4.2 Zones fluidise´es
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Fig. 5 – Images des syste`mes simule´s ou les particules fottantes sont en gris, et les particules ayant
au moins un contact en violet, pour I ∼ 10−3(a), I ∼ 0.01(b), I ∼ 0.21(c) et I ∼ 0.6(d).
La figure 5 montre des images des syste`mes simule´s pour diffe´rentes valeurs de I et ou les particules
flottantes sont repre´sente´es en gris. Nous pouvons constater que les particules flottantes sont isole´es
et en faible nombre aux faibles valeur de I alors qu’elles semblent se rapprocher et former des groupes
de particules flottantes fortement corre´le´s spatialement jusqu’aux plus grandes valeurs de I ou l’on
peut voir une grande “zone flottante”.
Une manie`re simple pour caracte´riser la taille typique des volumes occupe´s par les particules flottantes
est de conside´rer la probabilite´ locale P i0(I, r) d’avoir des particules flottantes dans le voisinage d’une
particule flottante i, avec r variant entre le diame`tre moyen et la taille totale du syste`me [13]. Ainsi,
pour chacune des particules flottantes et pour chaque valeur de I, nous pouvons calculer le rayon
critique rc pour lequel P
i
0(I, rc) = P0(I0). La figure 6 montre la variation de r
c
max et 〈r
c〉 en fonction
de I. Nous pouvons voir que tant que I < 0.09, rcmax et 〈r
c〉 restent constant et proches de 2.5 pour
le premier et 1 pour le second. Puis pour I ∈ [0.09, I0] la taille des groupes de particules flottantes
augmente et de manie`re remarquable diverge exactement a` I0. Ainsi la transition entre le re´gime
d’e´coulement dense et le re´gime collisionnel se traduit par une dissociation comple`te du re´seau de
contact et, d’une certaine manie`re, la “percolation” des groupes de particules flottantes.
5 Conclusion
Dans ce travail, nous avons analyse´ syste´matiquement la microstructure des e´coulements granulaires
par simulations nume´riques tri-dimensionnelles. Nous avons montre´ que la topologie du re´seau de
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Fig. 6 – Evolution de du rayon critique max rcmax et moyen 〈r
c〉 en fonction de I.
contact varie de manie`re non-trivial avec le nombre inertiel. En particulier, une de´composition du
tenseur de contrainte base´e sur une formulation harmonique du re´seau de contact et de force, montre
que l’anisotropie ge´ome´trique est a` l’origine de la variation de l’angle de frottement interne. De plus
nos simulations tendent a` montrer l’existence d’un nombre inertiel critique I0 marquant la transition
entre le re´gime d’e´coulement dense et collisionnel a` partir duquel le re´seau de contact est comple`tement
dissocie´ et ou les chaines de forces “baignent” dans une “soupe” de particules flottantes. Nous avons
vu e´galement que le frottement prend une part active a` la transmission des forces aux grandes valeurs
de I. Il serait inte´ressant de varier syste´matiquement la coefficient de frottement afin de comple´ter
cette observation. De plus, nous savons que la forme des particules modifie drastiquement les roˆles
entre anisotropies ge´ome´trique et de forces [12]. Il semble donc ne´cessaire de re-visiter ces re´sultats en
conside´rant des formes de particules plus complexes.
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